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Este articulo presenta una intervencion educativa en el aula de Analisis
Matematico Univariado, centrada en el concepto de derivada implicita y su
visualizacion grafica mediante GeoGebra, con el proposito de mejorar el
rendimiento académico. El objetivo de la intervencion fue superar las dificultades
que presentaban los estudiantes de Ingenieria Civil para graficar funciones
implicitas y comprender la relacion entre la curva y su recta tangente en un punto
especifico, lo que dificultaba la interpretacion geométrica de la derivada
implicita. La intervencion se fundamenté en la teoria de registros de
representaciones semioticas de Duval (2006), que propone que los estudiantes
alcanzan una comprension profunda de un objeto matematico cuando pueden
realizar conversiones entre diferentes registros de representaciones, en este caso,
entre el registro algebraico al grafico. Se disend un applet en GeoGebra que
permitié a los estudiantes visualizar curvas implicitas de la forma F(x,y) =0y
graficar la recta tangente en un punto determinado. La metodologia incluyo el uso
del applet para facilitar la transicion entre la representacion algebraica a la
grafica, permitiendo una comprension mas profunda de la derivada implicita. Los
resultados mostraron una mejora significativa en la capacidad de los estudiantes
para comprender la relacion entre la expresion algebraica de una funcion implicita
y su representacion grafica. Se concluye que la integracion de herramientas
tecnologicas como GeoGebra, combinada con la teoria de registros de
representaciones, facilita la apropiacion de conceptos abstractos como la derivada
implicita, al mejorar la capacidad de conversion entre diferentes formas de
representacion matematica.

Derivada implicita, visualizacion grafica, GeoGebra, ensefianza
matematica, registros semioticos.

This article presents an educational intervention in the Univariate Mathematical
Analysis classroom, focusing on the concept of implicit differentiation and its
graphical visualization using GeoGebra, with the aim of improving academic
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performance. The intervention sought to address the difficulties faced by Civil
Engineering students in graphing implicit functions and understanding the
relationship between a curve and its tangent line at a specific point, which
hindered their geometric interpretation of implicit differentiation. The
intervention was based on Duval's (2006) theory of semiotic representation
registers, which posits that students achieve a deep understanding of a
mathematical object when they can transition between different representation
registers, in this case, from algebraic to graphical representation. An applet was
designed in GeoGebra to allow students to visualize implicit curves of the form
F(x,y) = 0 and graph the tangent line at a given point. The methodology included
the use of the applet to facilitate the transition from algebraic to graphical
representation, enabling a deeper understanding of implicit differentiation. The
results showed a significant improvement in students’ ability to comprehend the
relationship between the algebraic expression of an implicit function and its
graphical representation. It is concluded that integrating technological tools such
as GeoGebra, combined with the theory of representation registers, enhances the
understanding of abstract concepts like implicit differentiation by improving
students’ ability to transition between different forms of mathematical
representation.

Implicit derivatives, GeoGebra, mathematical visualization, semiotic
representations, engineering education.

La ensefanza de las matematicas ha evolucionado significativamente con el
advenimiento de herramientas tecnoldgicas. En particular, el uso de GeoGebra, un
software interactivo que combina geometria, algebra y calculo, ha demostrado ser
un recurso valioso para mejorar la comprension de conceptos abstractos y
complejos (Andrade et al., 2020). Uno de estos conceptos fundamentales es la

derivada implicita, ampliamente aplicada en diversas ramas de la ingenieria.

Los estudiantes a menudo enfrentan dificultades al intentar interpretar
geométricamente las funciones implicitas y su relacion con la curva y su tangente.
Estas dificultades limitan la comprension tedrica y afectan el desarrollo de
habilidades practicas necesarias en la ingenieria (Puspita et al., 2023). En este
contexto, la integracion de tecnologias como GeoGebra puede proporcionar un
entorno interactivo y dinamico que facilite la conversion entre representaciones
algebraicas y graficas, promoviendo asi una comprension mas profunda del objeto

matematico. (Arteaga et al., 2019)

La investigacion presentada se basa en la teoria de registros de representaciones
semioticas de Duval. Segun esta teoria, la comprension de un concepto
matematico depende de la capacidad de los estudiantes para pasar de un registro
de representacion a otro. En este caso, se enfatiza la conversion del registro

algebraico al grafico (Duval, 2006). A partir de esta teoria, se diseid una
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intervencién educativa que emplea un applet de GeoGebra para la visualizacion

de curvas implicitas y la representacion grafica de la tangente en un punto.

El objetivo principal de este estudio es evaluar si el uso de GeoGebra mejora la
comprension de la derivada implicita en estudiantes de Ingenieria Civil,
centrandose en la relacion entre la representacion algebraica y grafica de

funciones implicitas.

La investigacion se llevo a cabo en la Universidad Técnica Particular de Loja
(UTPL), especificamente en las aulas de Analisis Matematico Univariado, durante
el periodo académico de marzo a julio de 2024. Se enfoco en estudiantes de
Ingenieria Civil que cursaban dicha asignatura, seleccionados mediante un
muestreo no probabilistico de conveniencia (Hernandez y Mendoza, 2018), con un
total de 60 participantes. La poblacion estudiada fue elegida debido a sus
dificultades previas en la comprension de la derivada implicita y su visualizacion

grafica, identificadas en evaluaciones y retroalimentaciones previas.

El enfoque metodoldégico de la investigacion fue de naturaleza cuantitativa,
sustentado en el paradigma positivista (Herrera, 2018). El disefo de estudio fue
cuasi-experimental con grupo control y grupo experimental (Vizcaino et al., 2023).
El grupo experimental trabajo con la intervencion educativa basada en el uso de
GeoGebra, mientras que el grupo control utilizd métodos tradicionales de

ensenanza.

La variable dependiente fue la comprension de la derivada implicita, medida a
través de evaluaciones pre-test y post-test que incluyeron ejercicios algebraicos y
graficos. La variable independiente fue el uso del applet de GeoGebra disenado
especificamente para visualizar funciones implicitas y graficar la recta tangente

en un punto determinado.

La intervencion educativa consistio en la implementacion de un applet interactivo
de GeoGebra que permitia a los estudiantes visualizar curvas implicitas de la forma
F(x,y) = 0 vy la tangente asociada en un punto especifico. La teoria de registros
de representaciones semidticas de Raymond Duval (1995) fue el marco tedrico
subyacente, utilizado para evaluar la capacidad de los estudiantes de realizar

conversiones entre el registro algebraico y grafico.

Para la recoleccion de datos, se emplearon instrumentos cuantitativos, como
cuestionarios estandarizados y pruebas disefadas especificamente para evaluar la

comprension de la derivada implicita antes y después de la intervencion (D. V
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Sanchez, 2022). Los resultados se analizaron mediante técnicas estadisticas

descriptivas e inferenciales (Acosta, 2023), utilizando software especializado para
evaluar la significancia de las mejoras observadas(Purwanto et al., 2021). Se aplico
la prueba t de Student para muestras independientes con el objetivo de comparar
las medias obtenidas en las pruebas post-test de ambos grupos. (Bautista et al.,
2020)

RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados derivados de la intervencion educativa evidencian una mejora
significativa en la comprension de la derivada implicita entre los estudiantes de
Ingenieria Civil. El analisis de los datos recopilados mostré6 que aquellos que
utilizaron el applet de GeoGebra experimentaron un avance considerable en su
capacidad para graficar funciones implicitas y determinar la recta tangente en un
punto especifico de la curva. La metodologia implementada abord6 eficazmente
las dificultades cognitivas asociadas con la conversion entre registros algebraicos
y graficos, contribuyendo a una mejor asimilacién del concepto de derivada

implicita.

Se trabajé con dos grupos paralelos de la asignatura Analisis Matematico
Univariado, con una muestra total de 60 estudiantes seleccionados mediante un
muestreo no probabilistico de conveniencia (Hernandez, 2021). Los resultados
fueron analizados mediante comparaciones antes y después de la intervencion,
utilizando las calificaciones obtenidas en pruebas especificas disefiadas para medir

la comprensidn de la derivada implicita.

Tabla 1. Caracterizacion de la muestra estudiada

Caracteristica Paralelo 1 Paralelo 2
NUmero de estudiantes 30 30
Edad promedio 20,8 anos 21,2 anos

Porcentaje de uso previo de

GeoGebra 65% 60%
Promedio inicial en la
evaluacion de conceptos 6,8/10 6,5/10

vinculados a la derivada
implicita

La tabla 1 refleja las caracteristicas de la muestra estudiada. Se observa un
numero equilibrado de estudiantes entre los dos paralelos, y mas del 60% ya tenian
experiencia previa con GeoGebra, lo que facilito la integracion del applet en el

proceso de intervencion educativa.
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capacidad de los estudiantes de ambos paralelos para interpretar funciones

implicitas y su derivada, como se refleja en la tabla 2 y la figura 1.

Tabla 2. Comparacion de calificaciones antes y después de la intervencion

Evaluacion Paralelo.1 Paralelo 2 (Promedio)
(Promedio)
Calificacion inicial 6,8/10 6,5/10
Calificacion posterior 8,8/10 7,4/10

Figura 1. Porcentajes de calificaciones post-test

Metodologia

80 W Sin GeoGebra
% Con GeoGebra

60

Porcentaje

40

20

=<4 401a699 7a899 9a10

Calificacion

La tabla 2 muestra que, tras utilizar el applet de GeoGebra, los estudiantes del
paralelo 1 (Grupo Experimental) mejoraron sustancialmente su comprension de la
derivada implicita, con un incremento promedio superior a dos puntos en la
evaluacion posterior a la intervencion. En contraste, en el paralelo 2 (Grupo
Control), el promedio del curso solo aumentd en un punto tras recibir una clase
tradicional. Este resultado destaca el impacto positivo de la tecnologia en la

ensefanza y el aprendizaje de conceptos matematicos.

Tabla 3. Pruebas de normalidad resultado post-test

Shapiro-Wilk

Estadistico gl

Resultados Sin
GeoGebra ,984 30 ,912
Resultados con

GeoGebra 975 30 691
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Tabla 4. Prueba t para muestras independientes

Prueba de Levene
de igualdad de

prueba t para la igualdad de

- medias
varianzas
95% de
intervalo de
. Sig. confianza de
Sig. (bilateral) la diferencia
Inferio Supe
r rior
SE - -
a——aen 4,877,031 ,go 1,6785 1,10
- 8 009
Calificacién  Buales
No se _ _
. 5 932
iguales

La informacion presentada en la tabla 2 es coherente con los resultados mostrados
en la figura 1, donde se observa que solo en el grupo experimental los estudiantes
obtienen calificaciones superiores a 9 tras la implementacion de las intervenciones
con GeoGebra. Después de confirmar que los datos cumplian con la prueba de
normalidad (con un nivel de significancia de 0,05), como se muestra en la tabla 3,

se procedio a realizar la prueba T de Student. (Molina, 2022)

Los resultados, reflejados en la tabla 4, muestran una significancia bilateral de
0.000, lo que indica que los estudiantes del grupo experimental, quienes utilizaron
el applet de GeoGebra, mejoraron significativamente su comprension de la
derivada implicita en comparacion con el grupo de control. En particular, se
evidencid un aumento en la capacidad de interpretar graficamente las funciones

implicitas y su relacidn con la recta tangente. (Sanchez & Borja, 2022)

Figura 2. Ejemplo de visualizacion de la curva implicita y su recta tangente en

GeoGebra
Derivacion Implicita
Ingrese la ecuacion de la curva
S =0y
dy -3y
dr -yt 43z
Mosirar Dervada en un Punto P
X
10 8 % 4 2 1 Punto P(z,y)
L =4 y=2
5
4,9)=-
it 9=
=
Mostrar Recta Tangente
5 a9
R Recta Tangente : y= T
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La figura 2 muestra un ejemplo de como el applet de GeoGebra permitié a los
estudiantes visualizar la curva implicita de la forma F(x,y) = 0, junto con su recta
tangente en un punto especifico. Esta herramienta resulto clave para fortalecer la
interpretacion geométrica del concepto de derivada implicita. El applet esta

disponible en el siguiente enlace: https://www.geogebra.org/classic/vnsvfvyb

Evaluacion de las Competencias Matematicas
La investigacion evidencidé mejoras significativas en las competencias matematicas

de los estudiantes, particularmente en cuanto a:

e Calculo de derivadas implicitas.
e Visualizacion Grafica
e Conversion entre registros algebraicos y graficos.

e Uso efectivo de tecnologia para visualizar conceptos abstractos.

GeoGebra desempen6 un papel esencial en este proceso, facilitando tanto la
comprension como el dominio de la derivada implicita, ademas de potenciar las

habilidades graficas de los estudiantes.

Tabla 5. Categorizacion de elementos medibles

Indicadores

Categoria Descripcion

- NUmero de errores algebraicos
cometidos durante la derivacion

Competencia en Habilidad para calcular .
. . implicita.
derivada correctamente derivadas
implicita implicitas de funciones.

- Uso correcto de reglas de
derivacion.

- Distingue correctamente los
objetos en el applet.
- Ingresa un punto y genera la
recta tangente.

Capacidad para graficar
funciones implicitas y sus
tangentes utilizando GeoGebra.

Visualizacion
grafica

- Ingresa una funcion implicita.
- Realiza correctamente la
Conversion de  Capacidad para convertir entre  conversion de la representacion

registros registros algebraicos y graficos. algebraica a la graficay
viceversa.
Dominio en el uso de GeoGebra
Uso de para visualizar conceptos - Frecuencia de uso del applet.
, abstractos y verificar - Eficacia en la verificacion
tecnologia . e
soluciones. grafica de conceptos.

Para evaluar la percepcion de los estudiantes sobre el uso de GeoGebra y su
impacto en la comprension de la derivada implicita, se aplicé una encuesta cuyos

resultados son los siguientes:
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Tabla 6. Resultados de la encuesta sobre el uso de GeoGebra

Respuesta mas frecuente
Pregunta

;Qué tan facil te resulto calcular la derivada
implicita de una funcion utilizando métodos Facil
algebraicos?

{Te resulto util el uso de GeoGebra para
visualizar la curva y su recta tangente? Muy Gtil

;Crees que la representacion grafica mejoré tu
comprension del concepto de derivada

implicita? Totalmente
;Pudiste identificalr correctamente la rlelacic')n
i s ety s s s
¢En qué medida sientes que el uso de
diferentes representaciones (graficay Totalmente

algebraica) te ayudo a apropiarte del concepto?

Los datos de la encuesta muestran que la mayoria de los estudiantes consideraron
util el uso de GeoGebra para visualizar y comprender mejor el concepto de
derivada implicita. Un 65% de los encuestados indico que pudo identificar
correctamente la relacion entre la representacion grafica y la ecuacion algebraica,
y un 75% afirmo que la representacion grafica mejoré considerablemente su

comprension.

Estos resultados confirman que el uso de recursos tecnoldgicos como GeoGebra es
un complemento esencial para el aprendizaje de conceptos matematicos
abstractos en la ensefianza de matematicas en ingenieria, como la derivada de
funciones implicitas. La visualizacion grafica mejora la comprension teorica y la
capacidad de interpretacion y representacion de funciones implicitas. Esto, a su
vez, se traduce en un mayor entendimiento por parte de los estudiantes y, por

consiguiente, en mejores calificaciones.

CONCLUSIONES

El uso de GeoGebra en la ensefanza de la derivada implicita en estudiantes de
Ingenieria Civil ha demostrado ser una herramienta eficaz para facilitar la
comprension de este concepto matematico abstracto. Los resultados de la
intervencion educativa indican que los estudiantes pudieron realizar conversiones
mas fluidas entre los registros algebraicos y graficos, lo que mejoro su capacidad

para interpretar la relacion entre una curva implicita y su tangente. Esto destaca
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la aplicabilidad practica de GeoGebra como una plataforma interactiva que

fortalece la visualizacion de funciones complejas.

Uno de los aspectos mas relevantes del estudio es la integracion de la teoria de
registros de representaciones semioticas de Duval con herramientas tecnologicas.
Esta combinacion ofrece un enfoque innovador para superar las dificultades
cognitivas que los estudiantes suelen enfrentar al interpretar la geometria de las
funciones implicitas. Los hallazgos coinciden con investigaciones previas que
subrayan la importancia de las representaciones multiples para alcanzar una

comprension matematica profunda.

En comparacion con estudios similares, la presente investigacion aporta un
enfoque metodoldgico especifico centrado en la visualizacion grafica mediante
GeoGebra. Sin embargo, se observan diferencias en los niveles de eficacia
dependiendo del nivel de dominio inicial de los estudiantes con respecto a la
herramienta tecnoldgica, lo que sugiere que futuras investigaciones podrian
explorar como mejorar la familiarizacién de los estudiantes con GeoGebra para

optimizar ain mas los resultados.

De cara a investigaciones futuras, se recomienda estudiar la implementacion de
esta metodologia en diferentes contextos educativos y con otros objetos
matematicos mas complejos, como las ecuaciones diferenciales o las funciones
paramétricas. Ademas, seria relevante evaluar cémo el uso de tecnologias
complementarias podria potenciar aun mas la conversion entre registros de

representacion.

Finalmente, si bien la metodologia empleada en este estudio ha demostrado ser
eficaz, la limitacion principal radica en la seleccion no probabilistica de
conveniencia de los estudiantes, lo que sugiere la necesidad de estudios con
muestras mas amplias y diversificadas. No obstante, los resultados obtenidos son
validos dentro del contexto de la muestra estudiada y ofrecen una base sélida para
la integracion de herramientas tecnologicas en la ensefanza de conceptos

matematicos abstractos.
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